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政府研究計畫期末報告摘要資料表 

計畫中文名稱 中央氣象局全球預報模式新數值計算方法研究(1/1) 

計畫編號 MOTC-CWB-106-M-09 

主管機關 交通部中央氣象局 

執行機構 國立臺灣大學  

年度 106 執行期間 民國 106 年 01 月 01 日至 

民國 106 年 12 月 31 日止 

本期經費 

(單位：千元) 

700 

執行進度 

 

預定（％） 實際（％） 比較（％） 

100 100 0 

經費支用 
預定(千元) 實際(千元) 支用率（％） 

700 700 100 

研究人員 
計畫主持人 協同主持人 研究助理 

郭鴻基 鄧君豪  

報告頁數  25 使用語言 中文 

中英文關鍵詞 pseudospectral penalty methods（擬譜補償法） 

shallow water equations（淺水波方程） 

研究目的 
本研究計畫目的是要發展多域型 (multi-domain type) 全球數值

天氣計算模式，以做為未來可能採用之高效率數值天氣模式的

動力核 (dynamic core)。 

計算方法是將球面定義域分割成多個相連而不重疊之曲邊三

角形 (a union of non-conform triangle grid mesh)，在各三角形子域

中進行波方程計算並且穩定連接各子域間的數值解。我們的目

標模型有二：一為純量波方程於球面的計算模式  (scalar 

advection equation on spherical surfaces)；二為球面上淺水波方程

式的計算模式  (shallow water wave equations on spherical 

surfaces)。因為擬譜法 (pseudospectral methods) 有保持低數值色

散誤差  (numerical dispersion error) 的特性，且多域計算 

(multi-domain computational framework) 適合現代化平行運算架

構，我們期待這樣的計算模式能有效地進行球面上長時間積分

氣象波動或流體現象的模擬計算。 
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研究成果 本研究計畫第一階段的工作是建構多域型球面上純量波方程

的計算模式：我們採用 octahedral sphere 網格，生成方式是將球

面分割成有限個曲面三角形子域，並設計一通用於各子域的純

量波方程擬譜補償法計算格式 (pseudospectral penalty scheme)，

計算方程式中高度場受固定旋轉風場 (solid body rotation wind 

field) 傳輸下的情況。所設計之格式已完成電腦程式編程和除

錯測試，計算結果穩定和精確，長時間積分的計算情況下累積

的數值色散誤差 (numerical dispersion error) 也非常低，運用多

緒  (multi-thread) 計算方式，數值模式也能達成平行計算 

(parallel computation) 效率的提升。 

具體落實應用

情形 

第一階段所開發的純量波方程多域擬譜補償法計算模式，將應

用於第二階段淺水波方程多域擬譜補償法計算模式的開發。由

於本研究所開發的計算模式已模組化，對於淺水波方程，或更

複雜的正壓方程式，或其它球面上大氣物理現象等，各類計算

模式的開發時程也可縮短。 

計畫變更說明 無 

落後原因 無 

檢討與建議

(變更或落後

之因應對策) 
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一、摘要 

本計畫中，我們建構一高精確計算格式 (high-order-accurate scheme) 來求球面上傳

輸方程(advection equation on spherical surface) 的近似解。我們的計算架構

(computational framework) 採用 octahedral sphere 的網格來建構多域計算格點 

(multi-domain computational mesh)。在各個子域 (sub-domain) 中，我們透過擬譜法

(pseudospectral method) 和 Runge-Kutta 法建構傳輸方程的計算格式。上述所說之架

構經數學分析，並且完成電腦編程和一系列測試，所得的數值解結果非常精確，

且隨網格加密收斂。 

 

二、前言 

自二十世紀中葉起，隨計算機的發展，以數值方法來計算大氣運作的模式(Hoskins 

and Simmons 1975, Ritchie 1988) 成為一門新的科學領域。在發展初期，因受限於計

算機的功能和執行速度，進行大氣流體運動的模擬計算是非常耗時的。由於波譜

法的高精確度特性 (Kreiss and Oliger 1972) 和其傅立葉快速變換的運算方式 (fast 

Fourier transform)，波譜法相較於其他計算方法在成本和效能的評比上有較佳優勢，

故成了主流計算方式。 

 

這種計算模式，是將大氣運動統御方程式的解用球面調和函數 (spherical harmonic 

function) 作級數展開，離散原偏微分方程，並用計算機計算模擬大氣流體運動。

隨著天氣預報精準度需求不斷提升，數值天氣模式也需要用高解析度的網格來進

行計算。然而，波譜法在網格點數增加時，計算量會大量增加，這些工作量的增

加原因有二：第一，於兩極區域網格點的間隔距離是以點數的平方縮小(Hesthaven, 

Gottlieb and Gottlieb 2007)，這個特性使得可穩定計算的時間步階 (time step) 變得很
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小，增加了計算執行時間；第二，調和函數是由三角函數（經度方向）和 Legendre

多項式（緯度方向）組合而成。在經度方向的數值微分可透過傅立葉級數快速變

換法來執行，然而在緯度方向的數值微分，至今尚無高效率的方式來計算。因此

透過矩陣直接執行 Legendre 變換，在點數增加時緯度方向數值微分的工作量是非

常大的。 

 

對於前述之困難，計算科學界於過去的二十多年已發展出較成熟的技術來克服。

其原則是將計算域先透過較均勻的區域分割，將定義域分割成四邊形 (quadrilateral 

element) 和三角形 (triangular element) 的多域網格，之後在各子域中運用各種數值

偏微分方法，如：差分法 (difference method)、有限元法 (finite element method)、有

限體積法 (finite volume method)、波譜／擬譜法 (spectral／pseudospectral method)、

不連續葛勒金有限元方法 (discontinuous Galerkin finite element method)，串聯各子域

邊界訊息，來計算各子域的近似解。這種計算模式已成功的運用在許多的計算科

學中。此種方法不僅可以維持高精確的計算，也拜電腦的多核 (multi-core)、多緒 

(multi-threads) 、分散式叢集 (distributed cluster) 等計算機架構發展所賜，可以更有

效率的執行平行化計算。因此，近年這些原在學術先導的計算方法 (Hesthaven 1998, 

Feng, Teng and Chen 2007, Teng et al. 2008)，也一步步被工業界採用作為實際工程開

發計算。 

 

我們依循這種計算架構，建造一多域任意點式擬譜補償格式 (multi-domain arbitrary 

grid pseudospectral penalty scheme) (Carpenter, Gottlieb 1996) 求傳輸方程在球面的解。

在多域網格的建構採用八面體等面積投影方法 (Petrik Clarberg 2008)，即利用一八

面體的各面進行等距分割，再將各分割面透過等面積投影方式(equal area projection)
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映射到球面，如圖 1.。在各個球面子域上，我們採用擬譜法將傳輸方程之空間變

數離散化，而各子域邊界訊息則透過內點事補償法 (interior penalty method) 互相連

接。此計算所得之半離散計算格式即為一系統常微分方程組。這樣的時變系統方

程組我們採用高階 Runge-Kutta 計算法來進行計算。我們將提出的方法用程式編成

和執行，所得之結果的確可穩定、精確的計算，且能用多緒平行計算法提升計算

效能。  

 

圖 1. 多域網格。左圖為球面分割成 128 個子域，各子域的點數為 15 點。右圖為球面分割成

512 個子域，各子域為點數為 15 點。 

 

 

本文後續內容如下：在第三節中我們將介紹多域擬譜計算方法於球面傳輸方程的

解法；第四節我們將介紹運用這種新方法應用淺水波方程的計算；最後第五節為

總結。 
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三、球面傳輸方程之計算格式 

將半徑為𝑅之球面，記之為Ω，𝜆和𝜃代表經緯度座標，𝜆̂和θ�代表經度與緯度方向之

單位向量。令V��⃑ = (𝑈, 𝑉)表示球面上之一給定的風場， 

𝑉�⃑ = 𝜆̂𝑈 + θ�𝑉， 

𝑈和𝑉分別為經向與緯向的風場分量。則球面傳輸方程如下： 

𝜕ℎ
𝜕𝑡 + 𝑉�⃑ ∙ ∇ℎ = 0, 

 ℎ(𝜆, 𝜃, 0) = ℎ0(𝜆, 𝜃)， 

其中，ℎ = ℎ(𝜆, 𝜃, 𝑡)為高度場；∇為球面上梯度運算子；ℎ0為ℎ的初始條件 (initial 

condition)。風場需滿足不可壓縮 (incompressible) 之條件，即∇ ∙ 𝑉 = 0，故傳輸方

程式可用守恆律 (conservation law) 之型式表示： 

𝜕ℎ
𝜕𝑡 + ∇ ∙ (ℎ𝑉�⃑ ) = 0, 

ℎ(𝜆, 𝜃, 0) = ℎ0(𝜆, 𝜃)。 

對於上述傳輸方程的計算，我們先將球面透過八面體等面積投影方法將球面分割

成𝐾個曲面三角形 (curvilinear triangle element)，稱為子域，如圖 1. 所示。將每個

子域標記為△𝐷𝐾, 𝐾 = 1,2,3 …𝐾，並對每一個子域建構座標變換 (coordinate 

mapping)。透過這樣的變換我們可將球面上的每一個子域映射到一−1 ≤ 𝜉, 𝜂 ≤

1, 𝜉 + 𝜂 ≤ 1的等邊三角形。各子域傳輸方程經座標變換後的形式可表示成： 

𝜕ℎ
𝜕𝑡 + ∇ ∙ 𝐹 = 0, 

∇ ∙ 𝐹 =
1
𝐽 �
𝜕(𝐽𝑢𝜉 ∙ ℎ)

𝜕𝜉 +
𝜕(𝐽𝑢𝜂 ∙ ℎ)

𝜕𝜂 � 

ℎ(𝜉, 𝜂, 0) = ℎ0(𝜉, 𝜂)。 
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其中，𝐽為座標(𝜆, 𝜃)映射到座標(𝜉, 𝜂)的 Jacobi 函數，𝑢𝜉和𝑢𝜂為風場𝑉�⃑ 在𝜉和𝜂方向

的分量。 

 

令 N 為一正整數，對於各三角形子域我們佈上類靜電點(Hesthaven 1998)。 

運用這些點我們可建構三角形域內全域 Lagrange 內插多項式，記之為𝐿𝑗(𝜉, 𝜂), 𝑗 =

1,2 …𝑁𝑡 = (𝑁 + 1)(𝑁 + 2)/2。在點 (𝜉𝑗, 𝜂𝑗)上配置ℎ, 𝐽, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂的數值為ℎ𝑗, 𝐽𝑗, 𝑢𝑗
𝜉
和

 𝑢𝑗
𝜂
。我們尋求數值解的形式： 

ℎ(𝜉, 𝜂) = �𝐿𝑗(𝜉, 𝜂)ℎ𝑗,
𝑁𝑡

𝑗=1

 

滿足以下計算格式： 

𝑖 = 1,2, …𝑁𝑡 

𝑑
𝑑t� ℎ ∙

𝐷𝐾
𝐿𝑖(𝜉, 𝜂)  𝐽𝑑𝜉𝑑𝜂 − � 𝐹(ℎ) ∙ ∇𝐿𝑖  𝐽𝑑𝜉𝑑𝜂 + � [𝐹∗(ℎ) ∙ 𝑛]𝐿𝑖  𝑑𝑙 = 0,

𝜕𝐷𝐾𝐷𝐾
 

𝐹∗ ∙ 𝑛 =
1
2 �𝐹

(ℎ−) + 𝐹(ℎ+)� ∙ 𝑛 − 𝛼(ℎ+ − ℎ−) 

其中𝐹∗ ∙ 𝑛為 Lax-Friendrichs 數值通量，𝛼為一可調控參數。 

 

格式右邊項具體推導如下： 

� 𝐿𝑖
𝜕ℎ
𝜕𝑡
𝑑𝑠 = � 𝐿𝑖�𝐿𝑗ℎ𝑗(𝑡)𝑑𝑠 = ��� 𝐿𝑖(𝜉, 𝜂)𝐿𝑗(𝜉, 𝜂)𝐽𝑑𝜂

𝐼
𝑑𝜉� ℎ𝑗(𝑡) = �𝑀𝑖𝑗ℎ𝑗

𝑁𝑡

𝑗=0

𝑁𝑡

𝑗=0

𝑁𝑡

𝑗=1𝐷𝑘𝐷𝑘
 

其中𝑀𝑖𝑗為質量矩陣元素。格式左邊第一項具體推導如下所示： 
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� 𝐹(ℎ) ∙ ∇𝜉𝐿𝑖𝑑𝑠
𝐷𝑘

= � 𝐹𝜉
𝜕𝐿𝑖
𝜕𝜉𝐷𝑘

+ 𝐹𝜂
𝜕𝐿𝑗
𝜕𝜂

𝑑𝑠

= ��� 𝐿𝑗(𝜉, 𝜂)
𝜕𝐿𝑖(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
𝐽𝑑𝜉𝑑𝜂

𝐼
� 𝐹𝑗

𝜉 +
𝑁𝑡

𝑗=1

��� 𝐿𝑗(𝜉, 𝜂)
𝜕𝐿𝑖(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
𝐽𝑑𝜉𝑑𝜂

𝐼
� 𝐹𝑗

𝜂
𝑁𝑡

𝑗=1

= �𝑆𝑖𝑗
𝜉 𝐹𝑗

𝜉
𝑁𝑡

𝑗=1

+�𝑆𝑖𝑗
𝜂𝐹𝑗

𝜂
𝑁𝑡

𝑗=1

 

其中𝑆𝑖𝑗
𝜉
與𝑆𝑖𝑗

𝜂
為𝜉與𝜂方向之剛性矩陣元素。格式等式左邊第三項具體推導如下： 

� (𝐹∗(ℎ, ℎ+) ∙ 𝑛)𝐿𝑖𝑑𝑙 = �� (𝐹∗ ∙ 𝑛)𝑒𝐿𝑖𝑒𝑑𝑙𝑒
𝑙𝑒

=
3

𝑒=1𝜕𝐷𝑘
�� (�𝐿𝑗𝑒(𝐹∗ ∙ 𝑛2)𝑗)

𝑁

𝑗=0

𝐿𝑖𝑒𝑑𝑙𝑒
𝑙𝑒

3

𝑒=1

=��(� 𝐿𝑗𝑒𝐿𝑖𝑒
𝑙𝑒

𝑑𝑙𝑒)(𝐹∗ ∙ 𝑛𝑒)𝑗 = ��𝑀𝑖𝑗
𝑒

𝑁

𝑗=0

(𝐹∗ ∙ 𝑛𝑒)𝑗

3

𝑒=1

𝑁

𝑗=0

3

𝑒=1

 

其中𝑀𝑖𝑗
𝑒為三角形三邊上的質量矩陣；𝑛𝑒為三角形三邊上向外的單位向量。將這些式子帶入原格

式中，則可得計算格式的矩陣向量形式。 

𝑀
𝑑ℎ
𝑑𝑡

= −𝑆𝜉𝐹𝜉 − 𝑆𝜂𝐹𝜑 + �𝑀𝑒
3

𝑒=1

(𝐹∗ ∙ 𝑛𝑒) 

將質量矩陣取逆，則得系統常微分方程式，如下所示： 

𝑑ℎ
𝑑𝑡

= 𝑀−1(−𝑆𝜉𝐹𝜉 − 𝑆𝜂𝐹𝜂 + �𝑀𝑒
3

𝑒=1

(𝐹∗ ∙ 𝑛2)) 

上述之格式另針對符合雙系統偏微分方程式而建構，其穩定性的討論可參考文獻

(Hesthaven and Warburton 2008) 

 

我們給定一初始高度場ℎ0，經一給定風場𝑈、𝑉傳輸繞球面運行，來驗證計算格式

和電腦編程的正確性。第一個測試問題的風場和ℎ0場分別為 

𝑈 = (cos𝛼0 cos 𝜃 + sin𝛼0 cos 𝜆 sin 𝜃), 𝑉 = − sin𝛼0 sin 𝜆 
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ℎ0(𝜆, θ) = 𝑒𝑥𝑝(
(𝑋 − 𝑅)2 + 𝑌2 + 𝑍2

𝛾2 ) , 

𝑋 = 𝑅 cos 𝜃 cos 𝜆 , 𝑌 = 𝑅 cos 𝜃 sin 𝜆 , 𝑍 = 𝑅 sin 𝜃， 

其中𝜆、𝜃分別為經緯度， 𝛼0 = 𝜋
4
為風場旋轉軸與極軸的夾角。在此風場的傳輸下，

ℎ的場形將會由初始位置以風場旋轉軸為中心，進行逆時鐘繞行，在𝑡 = 𝜋時經過

北極，至𝑡 = 2𝜋時回到初始位置。在此風場下，ℎ的場形在傳輸過程不會形變，故

在𝑡 = 2𝜋時（回到初始位置時），我們的計算結果可與初始場進行比較，瞭解模擬

結果的收斂性。圖 2.中我們繪出𝑡 = 𝑛 ∙ 𝜋/8, 𝑛 =  0,1,2, … 8時的ℎ場，計算結果顯

示ℎ場在此風場的傳輸下，成功繞球面一周回到初始位置，且無形變。 

 

在我們的計算測試中，我們並未用到任何的濾波方式 (Hesthaven, Gottlieb and 

Gottlieb 2007, Gelb and Gleeson 2001)、人工黏滯法 (Gustafsson, Kreiss, and Oliger 1995) 

或斜率限制器 (Hesthaven and Warburton 2008) 等人為的穩定機制，這代表本報告所

提出的計算架構是非常穩定的，這對於長時計算相當重要。因為任何人為的穩定

機制，某種程度上皆會以犧牲數值解的精確度來換取計算格式的穩定性。因此若

要進行長時間高精確計算，則網格點數需再增加，代表計算時間將增長。這也說

明本文介紹的計算方法在這方面有相當的優勢。 

 

為定量瞭解計算模擬格式的精確度，我們採用不同的計算網格進行模擬並量測

𝑡 =  2𝜋時的數值解誤差，並將結果繪製成圖。我們將每一種多域網格的子域點數

增加，由圖 3.上顯示誤差的確隨網格加密而遞減。當誤差隨網格加密而遞減時，

誤差遞減曲線斜率的絕對值代表格式收斂的階數。在本例中的誤差遞減皆是曲線，

且隨 N 值愈大曲線斜率越大，表示計算誤差是以指數收斂 (exponential convergence)，



 11 

並且代表計算的主要誤差來自於空間的離散誤差。 

 

 

 

 

圖 2. 高度場 h 在不同時間之分布圖，由左至右由上而下的順序，依序為：t=0, t=pi/4, t=3pi/4, t=pi, 

t=5pi/4, t=6pi/4, t=7pi/4, t=2pi。 
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圖 3. 數值解在各種計算網格下，隨點數增加收斂的情形。 

 

第二個測試案例是用相同的初始ℎ0場，計算只有經向風場的傳輸： 

𝑈 = 𝑢0𝑐𝑜𝑠 𝜃,   𝑉 = 0。 

𝑢0為一常數。本測試因風場的特性，初始條件ℎ(𝜆, 𝜃, 0) = ℎ0(𝜆, 𝜃)即可用來求得ℎ的

解析解是： 

ℎ = ℎ0(𝜆 −
𝑢 ∙ 𝑡
𝑅 , 𝜃) 

因此，我們可運用這個案例來了解計算過程中，任一時刻的數值解是否精確。我

們以一個 128 個子域的網格來進行實驗，計算結果清楚呈現誤差皆很小，且隨網

格點加密而下降 (圖 4.)。 
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圖 4. 計算高度場 h 隨水平風場傳輸之誤差隨時間演變情形。計算時間總共 20 個週期。計算網

格由 128 個子域構成，各子域的點數為 15 點。 

 

多域計算格式可使用 OpenMP 多執行緒的方式來進行平行化之運算，執行加速的

效能繪製於圖 5.，我們可見計算結果在執行緒增加時確實達到加速。對於程式的

平行化加速，我們現在僅就數值微分運算部分和時間積分部分進行多緒執行，至

於邊界條件補償項的平行化我們尚未處理。然而由計算結果顯示，程式平行化的

效能已有不錯的結果，若能將邊界項的處理再予以平行化，相信效能在執行緒大

於 4 的情形下，執行效率還能再提升。 
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圖 5. 平行加速效能隨執行緒增加的情形 

 

四、淺水波方程之計算格式 

現在考慮球面上淺水方程： 

𝜕ℎ
𝜕𝑡 = −𝛻 ∙ (ℎ𝑉) 

𝜕𝑉
𝜕𝑡

= −𝜂𝑘 × 𝑉 − 𝛻(𝐾 + 𝑔(ℎ + ℎ𝑠)), 

𝐾 =
(𝑉 ∙ 𝑉)

2 , 𝜂 = 𝑓 + 𝑘 ∙ 𝛻 × 𝑉 

其中h和hs分別是深度場和球面地面高度場，V為球面上風場向量，K為流場動能，

f為科氏力，k為球面方向外的單位向量。 
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對於上述淺水波方程若將球面依八面體球面網格分割，經座標變換則在各子域上

淺水波方程式可表示成： 

𝜕
𝜕𝑡

(𝐽ℎ) +
𝜕(𝐽ℎ𝑢𝜉)
𝜕𝜉 +

𝜕(𝐽ℎ𝑢𝜂)
𝜕𝜂 = 0 

𝜕𝑢𝜉
𝜕𝑡 +

𝜕𝐸
𝜕𝜉 = 𝐽𝑢𝜂(𝑓 + 𝜁) 

𝜕𝑢𝜂
𝜕𝑡 +

𝜕𝐸
𝜕𝜂 = −𝐽𝑢𝜉(𝑓 + 𝜁) 

𝐸 = 𝑔(ℎ + ℎ𝑠) +
𝑢𝜉𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝑢𝜂

2 , 𝜁 =
1
𝐽 (
𝜕𝑢𝜂
𝜕𝜉 −

𝜕𝑢𝜉
𝜕𝜂 ) 

 

其中J為座標變換 Jacobi 函數，−1 ≤ ξ, η ≤ 1為個子域上之第一和第二方向座標，uξ, 

uη為風場向量於ξ, η座標系之協變向量 (covariant vector)，而uξ和uη為對應之抗變

向量 (contravariant vector)。 

 

上述之淺水波方程實際上是由三個純量守恆律所組成，故可以使用前一節純量守

恆律計算格式來執行計算。 

𝑖 = 1,2, …𝑀 

𝑑
𝑑t� 𝑞 ∙

𝐷𝐾
𝐿𝑖(𝜉, 𝜂)  𝐽𝑑𝜉𝑑𝜂

= � 𝐹(𝑞) ∙ ∇𝐿𝑖  𝐽𝜉𝑑𝜂 − � [𝐹∗(𝑞) ∙ 𝑛]𝐿𝑖  𝑑𝑙 + � 𝐺(𝑞) ∙ ∇𝐿𝑖  𝐽𝜉𝑑𝜂
𝐷𝐾𝜕𝐷𝐾𝐷𝐾

 

𝐹∗ ∙ 𝑛 =
1
2 �𝐹

(𝑞−) + 𝐹(𝑞+)� ∙ 𝑛 − 𝛼(𝑞+ − 𝑞−) 
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其中 

𝑞 = �𝐽ℎ, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂�
𝑇, 𝐹 = (𝐹𝜉, 𝐹𝜂) 

𝐹𝜉 = �𝐽ℎ𝑢𝜉, 𝐸, 0�
𝑇, 𝐹𝜂 = [𝐽ℎ𝑢𝜂, 0, 𝐸]𝑇  

𝐺 = �0, 𝐽𝑢𝜂(𝑓 + 𝜁),−𝐽𝑢𝜉(𝑓 + 𝜁)�
𝑇
 

運用前述之純量波方程格式建構原理，即可得淺水波方程的計算格式。 

 

對於以上之計算格式，我們選用了 Williamson, Drake, Jakob and et al. 1992(W92)文獻

中所提供的測試問題來驗證本研究的計算方法。 

(i)第一測試案例: 

球面上淺水波方程的穩態解為： 

𝑈 = 𝑢0(𝑐𝑜𝑠𝛼0 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝛼0 𝑐𝑜𝑠𝜆 𝑠𝑖𝑛𝜃), 

𝑉 = −𝑢0𝑠𝑖𝑛𝛼0𝑠𝑖𝑛𝜆, 

𝑔ℎ = 𝑔ℎ0 −
𝑢0
2 (2𝛼𝜔 + 𝑢0)(𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝛼0 − 𝑐𝑜𝑠𝜆 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝛼0)2。 

相關的參數可見於文獻 W92 和文獻 Nair, Thomas and Loft, 2005 中。針對這個問題

我們做了一系列測試計算並將結果繪成圖。 

 

我們選用 512 個子域的網格取用不同的點數 N=6, 8 進行計算，並記錄深度場 h，

東西向風場 U 和南北向風場 V 的誤差。計算過程中我們皆開啟濾波機制避免數值

不穩定性的發生。圖 5 所呈現的是三個場之誤差-時間圖。由圖中可見於各誤差與

時間關係皆隨點數增加下降。而誤差隨時間演變雖有增長，但僅是隨時間呈線性

成長，仍是符合時間穩定條件 (time stable solution error at most grows linearly in time)。

由以上的測試結果可確認計算格式的可行性。為完備起見我們提供計算得之 5 天
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的深度場提供參考(見圖 6)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6. 誤差-時間圖。上圖為深度場誤差時間關係；中圖為南北向風場上誤差時間關係；下圖為

東西向風場上誤差時間關係。 
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(ii)第二測試案例: 

我們第二個測試案例為 W92 中一初始水平風場吹襲一孤立山之問題，相關測試參數可見於文獻

W92 和文獻 Nair, Thomas and Loft, 2005 中。 

 

本案例雖無解析解可進行精確的誤差量測。但有許多相關文獻的計算結果可供比較。我們將深

度場於 0 天、5 天和 15 天結果繪於圖 7(a)。可以發現計算結果於文獻 Nair, Thomas and Loft, 2005

和文獻 Gelb and Gleeson, 2001 所得結果是吻合的(見圖 7(b))。這也提供了程式碼的正確性。 

 

雖計算結果與參考文獻相符，但本計算亦須使用濾波器增加格式的耗散性，來數值計算不穩定

性的產生，故來計算 15 天的結果的場直等直線圖與參考文獻所得解果是略有不同，這是因長

時間計算因濾波而產生的誤差已影響數值計算結果。 

 

(iii)第三測試案例: 

第三測試案例是文獻 W92 中的 Rossby-Haurwitz 波的傳輸測試問題。本案一如前一案例並無解析

解可進行精確的誤差量測。但亦有相關文獻的計算結果可進行比較所是由本演算格式所得之結

果。我們一樣發現所得結果(見圖 8(a))與文獻 Nair, Thomas and Loft, 2005 (DG 法) 或文獻 Gelb and 

Gleeson, 2001 傳統球面調和函數波譜法所得結果皆高度吻合(見圖 8(b))。 

圖 6. 第 5 天計算所得之深度場 
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圖 7(a). 孤立山脈與氣流實驗。深度場於 0 天、5 天和 15 天結果。

上圖為 0 天之結果；中圖為 5 天結果；下圖為 15 天結果。 
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圖 7(b). 孤立山脈與氣流實驗（Nair, Thomas and Loft, 2005）結果。

深度場於 0 天、5 天和 15 天結果。上圖為 0 天之結果；中圖為 5

天結果；下圖為 15 天結果。 
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圖 8(a). R.H 波測試。深度場於 0 天、7 天和 14 天結果。上圖為 0

天之結果；中圖為 4 天結果；下圖為 14 天結果。 
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圖 8(b). R.H 波測試。深度場於 0 天、7 天和 14 天結果。 

上圖為 0 天之結果；中圖為 4 天結果；下圖為 14 天結果。 

截圖自：Nair, Thomas and Loft, 2005 (DG 法) 
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在本例中，我們也須使用濾波方式來避免數值不穩定性，因此在長時計算下 14 天

場值的等位線圖亦與參考文獻之等位線圖略有差異。 

 

綜合上述的計算結果，若要能長時計算並維持較好的穩定性，則濾波方式和精度

的關係需再進行更多的研究。 

 

五、總結 

本報告中我們介紹了以多域任意點式擬譜法計算球面上傳輸方程的解。我們的網

格是採用八面體等面積投影建構多域計算網格，並在各子域中針對波方程建構一

通用的擬譜計算格式。計算格式用 Fortran90 程式語言編成，經實際測試我們所得

之數值解與其他參考文獻結果皆有符合。程式平行計算的效能是以 OpenMP 多緒

方式執行，數值實驗結果證明計算上確實提升效能。 
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